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Einige S~tze aus der Theorie 
der gebundenen e lekt romagnet ischen Wel len.  
Von Karl Uller. 
(Eingegangen am 4. November 1920.) 
Vor kurzem habo ich in den Annalen der Physik 0 eine Unter- 
suchung fiber den Bau elastischer OberflAchenwellen verSffentlieht. 
Die aufgedeckteu Gesetzm~fiigkeiten folgen aus der alleinigen Be- 
dingung der Druckfreiheit der Oberfl~ehe. Es hat sich gezeigt, dab 
es an eine Oberfl~ehe gebundene We]len gibt. Sie unterscheiden 
sich wesentlieh yon den freien Wellen, den Wellen in einem oinzigen 
homogenen Mittel, was aueh an ihrem anderen Freiheitsgrad zu er- 
kennen ist. Eine OberflAehe ist aber fiir die Theorie weiter nichts 
als eine Unstetigkeitsfl~iche fiir die Massendiehte und die elastischen 
Eigensehaften des Mittels. Es liegt somit lediglich ein Unterfall des 
allgemeinen Falles vor, wo die Gef~lle 2) der KSrpereigensehaften l~ings 
einer Fl~ehe unstetig sind. Diese Erkenntnis fiihrt auf die Frage, 
wie eine Welle beschaffen sei, die an einer solehen Unstetigkeitsfli~che 
entlang laufe, die also fiir sich die Grenzbedingungen, deren jetzt 
zwei siud; erftille. Man findet, daft die Wellc aueh jetzt stark ein- 
greifeuden Bedingungen nachzukommen hat~ aus denen man wieder 
sehlieJ]en kann, daft die Welle~ nun aus zwei Wellenflanken bestehend, 
an die Fliiehe gebunden und von ihr gefiihrt wird. Die gefundenen 
Formeln fiir die elastisehen Wellen dieser Art, beide KSrper als 
homogen und isotrop vorausgesetzt, sollen sp~iter folgen. Solcher ge- 
bundener Wellen gibt es auf allen Gebieten der Physik. Man ent- 
wickelt aus den betreifenden Grundgleiehungen fiir homogene Mittel 
die Formeln ftir eine Welle und fragt naeh den Bedingungen~ unter 
denen zwei Wellenflanken dauernd zusammenh~ngend an der Unstetig- 
keitsfliiche entlang laufen kSnnen. Es ergibt sich allemal ein starker 
Eingriff der Uns, tetigkeitsfliiehe in den Wellenbau in ihrer N~he. 
Derselbe ist infolgedessen viel verwiekelter als der in einem einzigen 
homogenen Mittel sich ausbreitenden Welle. Diese an Unstetigkeits- 
fl~ichen gebundenen Wellen habe ich seit langem zum Gegenstand 
ausgedehnter Untersuchungen gemaeht, deren VerSffentliehung ieh 
1) K. Uller, Elastische Oberflii~hen-Planwellen, Ann. d. Phys. ~6, 463, 19i8. 
2) Die Strahlung in einer Welle yon elementarer Sehwingungsform, Phys. 
ZS. 17, 369, 1916; Grundlegung der Kinematik einer physikatischen Welle, 
ebenda 17, 616, 1916; Die Giiltigkeltsg~'enze des Fermatsehen Prinzips usw., 
ebenda 18, 35, 1917. 
362 Karl Uller, [III/5 
damals mit den genannten elastischen Oberfl~ichenwellen begonnen 
habe. Ich nenne sie Zweimittelwelten oder gebundene Wellen; 
letzterer Ausdruck ist aUgemeiner, well es auoh Wellen gibt, die an 
zwei oder mehr Unstetigke[tsfl~ichen gebunden laufen. Wir werden 
sp~iter erkennen, dab sie yon groBer Verbreitung und yon groBer 
theoretischer Bedeutung sind. 
Ihre Gesetzm~fligkeiten sind bislang unerkannt. Nehmen wit 
beispielsweise die bisherige mathematische Behandlung der elektro- 
magnetischen Wellen an einem geraden Draht. Man macht die not- 
gedrungene Annahme (J. J. Th omson,Ray le igh ,  Mor ton ,  Sommer-  
fe ld ,  Mie,  Hondros) ,  dab die Abhangigkeit des Feldes yon der 
Drahtachsenordinate ~ l diglich in der Form e ic~ bestehe, worin e eine 
Konstante. Nun ist abet bei einer bestimmten Form yon Wellen- 
erzeugung die Ausbreitung der Welle liings dem Draht eine ganz 
bestimmte, folglich in der Theorie der Ausbreitung fiir Annahmen 
kein Platz. Es h~tte zu denken geben miissen, dab man ohne An- 
nahmen keinen Schritt vorwiirts kommen konnte - -  ein offenkUndiges 
Zeichen, dab eine Theorio der Drahtwellen fiberhaupt noch nicht 
existiert, selbst wenn man den Vorgang der Entstehung der WeUen 
ganz auBer Betracht i~Bt. In der Tat, eine Theorie kann auch gar 
nicht, wie sp~iter erheUt, auf die Weise wie bisher Wellenprobleme 
angefaBt wurden - -  Anpassung der Grundgleichungen und Grenz- 
bedingungen, die sich stets auf einen beliebigen Weilenzustand be- 
ziehen, an die Bedingungen der Aufgabe - -  aufgestellt werden. Wit 
werden die gesuchto Theorie der Zweimittelwelle spiiter geben. Es 
wird sioh dann zeigen, dab die obige Annahme einer konstanten Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit und Verl6schung nicht zutrifft. Bekriiftigt 
wird diese Aussage einmal durch die :nicht unbetr~ichtlichen U ter- 
schiede, die zwischen den nach dieser Annahme berechneten und 
bisher an verhaltnismafiig kurzen Dr~hten gemessenen Wol!enlangen 
elektrisch-symmetrischer Wellen festgestellt sind. Nach den Fein- 
versuchen vou Gut ton  1) liegt (V--W)/V zwischen 1/150 bis 1/40o 
fiir Kupferdriihte und andere verschiedener 1)joke. Der Verfasser 
sagt: Toutes les diff4rences trouv6es entre la vitesse (V) de la lumi~re, 
quoiqne petites, d6passent beaucoup celle, qu'on a d6duit de la thdorie 
de Sommerfeld, qui pour des ills de cuivre d'l  mm de diam~tre indique 
des di~f6rences de l'ordre de 10-L Sodann wird der l~iangel e iner  
Theorie offenkundig bei dem Angriff der allgemeineren Frage: Welche 
gebundene Wellen sind iiberhaupt an einem I)raht m6glich ?
1) Gutton, ffourn, de phys. 2, 41, 1912. 
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Herr t tondros ,  der sie zu beantworten suehte, findetl), daft es 
auBer den beiden symmetrisehen Wellentypen (~ bzw. ~ meridional) 
noeh zahlreiche unsymmetrische gebe. Seinen Bereehnungen liegt 
wieder die obige notgedrungene Annahme zugrunde: Ohne jegliehe 
Annahme l~iBt sieh abet bei gegebener Wellenform fiir eine beliebige 
Unstetigkeitsfl~iehe zeigen, dab nur zwei gebundene Wellenarten miig- 
lich sind: eine, in der iiberall an derselben das magnetische Feld !]0~, 
and eine, in der iiberall an derselben das elektrische Feld ~ tangential 
liegt. Hier soil nur dieser Naohweis gefiihrt werden. Abet fiber 
diesen hinaus hat der Grund des Versagens der bisherigen Behandlung 
dieses Problems hohe theoretisehe Bedeutung. Er zeigt n~imlieh an 
Tatsaehen, dab meine Behauptung 9) der Unzulanglichkeit n der bis- 
herigen mathematisohen Bearbeitung yon Wellenproblemen gerecht- 
fertigt ist. Weitere Begrfindungen werden fotgen. 
Zu unserer vorliegenden Aufgabe brauehen wit das Gleiehungs- 
system einer elektromagnetisehea Welle. Fiir eine Wetle yon elemen- 
rarer Zeitform ist dasselbe yon mir entwiekelt worden 3). Die Voraus- 
setzung einer gegebenen Zeitform sehlieBt den Verzieht auf die 
Untersuehung der Erzeugung der Welle ein, die Voraussetzung dieser 
Zeitform die Annahme, dab mit der Zeit sieh die wahre Zeitform 
der genannten angleieht, was indessen h~tufig der Erfahrung entsprieht. 
Dana stellen sieh die elektrisehe und die magnetisehe Feldstarke in 
einer Welle als Funktion der Zeit t und des Ortes r bei Verwendung 
komplexer und konjugiert komplexer Ausdrfieke - -  letztere dureh ein 
angesetztes Sternehen gekennzeiehnet - -  in der Form dar 
= l /~(e.ei(~+ v~) + e*.e-~(~* + v*o} 
~-  e - (~"t - r  (1) 
und entsprechend 
= ~/~ {m. ~i(~ + ~o + m*. e-"~* + ~*~)} 
In dem konstanten Zeitfaktor v = v* + i v" bedeutet v~ die Frequenz 
der Phasenwelle and v" ihre (positive oder negative) D~impfung, d. i. 
ihr zeitlieher Ab- oder Anstieg. Aueh in der phasenlosen Welle 
(v t~ 0) bestimmt v" die Dampfung. Der (komplexo) elektrisehe 
Wellenvektor e und der magnetisehe m, sowie die (komplexen)Wellen- 
fl~iehen ~ ~ konst, sind reine Ortsfunktionen. In einer PhasenweUe 
1) Hondros, Uber elm. Drahtwellen, Phys. ZS. 10, 805, 1909; Ann. d. Phys. 
80, 905, 1909; Hondros u, Debye, Ann. d. Phys. 82, 465, 1910. 
~) K. Utler, Das Interferenzprinzip, Phys. ZS. 18, 101, 1917; Das Problem 
des Welleneinfalts, Selbstverlag, 4 S., 1917. 
3) K. Uller, Grundlegung der Wellenkinematik Ill, Phys. ZS. 18, 548, 1917. 
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rofieron ~ und !lR, und zwar in Ebenen. Die spiralige Rotation geht 
bei permanenten Sehwingungen (r = 0) in eine harmoniseh dureh- 
laufene elliptisehe fiber. Die Bedingungen, welehe die WeUo gemtii~ 
den Gleiohungen dot zugrundeliegenden Theorie zu erfiillen hat, ent- 
halton niemals die Ortsfunktion 9 selber, sondern stets ihren Gra- 
dienten. Wir nennen - -  grad (D ----- lu - -  m' -1- i r0" das Wellennormalen- 
paar, und zwar Iv' das Phasengeftille und to" das Amplitudengefiille; 
beide maehen im allgemeinen einen Winkol miteinander, der yon 
grol3em Einflull auf den Wellenbau ist und ihn verwiekelt maeht. Das 
ist gerade bei den gebundenen Wellen so gut wie immer der Fall. 
Dem oben angezogenen Gleiehungssystem dieser Welle entnehmen 
wir nun folgende Beziehungen: 
(.t = 0 (2) 
rotm : i (Z ,n -  1)[mtu] (3) 
sowie 
v e : [" (4) 
indem wir das elektrisehe Feht (e; m) dutch das magnetische (m; m) 
ausdrfieken. Darin ist Z,, ein Skalar, der sieh gem~il~ (3) aus dem 
m-und r~-Feld bestimmt, etwa aus i (~, , - -1)nt2 .~2- - :  -= (rot m [m m]), 
und  9  der GesamtstrSmungskoeffizient, worin t den elek- 
trisehen Erregungskoeffizienten .u d /t die Leitfiihigkeit bezeiehnet. 
Die beiden in der Trennfl~ehe T des ruhenden K~rperpaares ver- 
bundenen Wellenflanken unserer Zweimittelwelle verlangen an T gem~i$ 
dem Koexistenzgesetz der Wellennormalenpaare die Stetigkeit ihrer 
Tangentialkomponenten. Bezeiehnen wir dureh den Zeiger t die Tan-  
gentialkomponente eines Vektors in bezug auf eine Fliiehe mit der 
Normale t, so mug sein 
m - -  (m t) ~ : lut stetig (5) 
Weiter fordert die Elektromagnetik die Stetigkeit yon ~t und 9.)~, 
also fiir eine Welle 
mt stetig (6) 
und 
.[ (m ~) ~ : z,,,. +T6- [  ] /  (7) - -  ~ LIo f] (Iv ~) III ~ ~" steti~ 
Wegen (6) mull auch 
($rotmt) ----- (~rot m) = i (Z,,-- 1) (nl[lu ~]) stetig (8) 
sein, womit ~,, als stetig dargetan ist. Das ergibt sich aueh aus der 
Normalkomponente you (4). Denn ~v(ek) mitbestimmt die elektrisehe 
Gesamtstrtimung dutch die T-Fltiehe hindurch, die bekanntlieh immer 
stetig ist. Entsprechcnd ist naeh der Theorie aueh immer 
~ v (nt ~) stetig (9) 
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wenn /~ den magnotisehen Erregtmgskoeffizienten b zeichnot. Es vor- 
langt abet daneben die aus der magnetisehon Divorgenzlosigkoit 
folgende Beziehung (2) 
(m ~) (m ~) ~ --  Out tot) stetig (10) 
Den beiden Bedingungon (9) und (10) kann aber, weil ~ und 0v t) 
unstetig sind, nur dureh 
(" 0 = 0 (I.) 
an T geniigt werdon. Welter fordert mm (7) 
(ro~) stetig (Ia) 
Wir haben aomit 
e,---~ Z,,,~v~} [mr] und (mtlot) ----- 0 (Iz) 
mit der Folge: r~t ----- u [m t]. Dureh skalare Multiplikation mit tot 
bzw. [mr] kommt (m~m~), so da6 wir schreibon k6nnen tot ~--- (to [mr])ltt t 
odor 
tot __ [n,~] odor to~ _ [n , t ]  ( I~) 
Man sieat an (I~) und (Ip), da6 ~ v (e ~) = Z,~ (m [to ~]) :r 0 nnd 
(e 0 (mr) stotig ist, wie es wegen (e m) ~ 0 sein muff. 
Hier wollon wir abbroehen. 
Das Gleichungssystem I oharaktorisiort oine eigentiimliehe Art 
yon Ausbroitung beiderBeits der Trennfl~,tcho eines K6rperpaares, die 
wir, weil sio an die T-Flache gebunden ist, gebundene Welle benennen. 
Sio ist nicht die einzige. 
Bevorzugen wit n~imlieh das elektrische Fold, iudem wir das 
magnetische durch das elektrisehe, ineWolle voraussetzend, darstollen, 
so fiihrt uns die gleiehe Schlu6kette auf das zweite System an T 
(e 0 ~ 0 ( IL)  
(m ~) stetig (Hp) 
z~ (to 0 
,,,~ - -  [e t_] (IU) 
tot [e t] (II~) 
Es dokumentiort eine zweite M6glichkeit einer gebundenen Aus- 
breitung. Fiir noeh andere FortpflanzungsmSglichkeiten fehlt jeder 
Anhalt. Fassen wir d ie Ergebnisse zusammon. 
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A. L~ings der  T rennf l~ehe eines K6rperpaares  g lb t  es 
e igent i iml iehe~ an die T rennf l~che  gebundene und yon  ihr 
ge f i ih r te  e lekt romagnet i sche  Ausbre i tungsmSgl i chke i ten ,  
und zwar nur  zwei Arten.  
B. In der  gebundenen Wel le  I. Art  zw ingt  die Unstet ig -  
kei tsf l~iche das magnet i sehe  Fe ld  i iberalt  an ihr  in d iese  
F l i iehe hinein.  Ferner  l iegt  das magnet i sehe  Fe ld  in fo lge -  
dessen  quer  zur For tp f lanzungsr ichtung.  - -  In der  gebun-  
den en Wel le  II. A r t  zw ingt  die Unstet igke i ts f l i i ehe  i iberal l  
an ihr das e lekt r i sehe  Fe ld  in d iese F laehe  hinein.  Ferner  
l i egt  in fo lgedessen  das e lekt r i sehe  Fe ld  quer  zur For t -  
p f lanzungsr ichtung.  
D ieser  Zwang der Unstet igke i ts f l~ehe auf  den Bau der  
gebundenen Wel len  ist unabh~ingig yon den E igensehaf ten  
des KSrperpaare  s und yon benaehbar ten  Unstet igke i ts -  
f l i ichen. Er  ~u6ert  sieh aueh dann~ wenn die Wel le  zwi- 
schen zwei Unstet igke i ts f l i i ehen ,  doppe l t  gef i ih r t ,  als Dre i -  
mi t te lwe l le  fortl~iuft. - -  E ine solehe doppe l t  ge f i ih r te  Wel le  
ist  v ie l faeh  die Drahtwe l le  und die Wel le  der d raht losen  
Te legraph ic .  
Diese S~itze gelten aueh bei scherungselastisehen gebundenen 
Wellen. 
Von Herrn Mie haben wir eine mathematisehe Bearbeitungl) 
der Welle am Lecher-System. Die dort erreehnete magnetische 
Normalkomponente ist wiederum die Folge yon Annahmen. Wir 
kfinnen daraus an Hand der Theorie riiekw~rts sehlie6en, da6 diese 
Annahmen unzutreffend sein miissen. 
Aus (92~ ) --- 0 an T folgt aus den Grundgleichungen (t rot ~) 
~--- 0 an T. l~un kfinnen Unstetigkeitsfliiehen aueh mehrfach zusammen- 
h~ngend e Riiume bilden und sich verzweigen. Somit der Satz: 
C. In e iner  ~ber lagerung von gebundenen Wel len  I. A r t  
ist  die e lekt r i sche  Spannung zwis0hen zwei Punkten  an 
zusammenhangenden Unstet igke i ts f l~chen unabh~ngig  vom 
Wege li ings den Unstet igke i ts f l~ehen.  Entspreehendes  g i l t  
ffir d ie magnet i sehe  Spannung in e iner  Uber lagerung yon 
gebundenen Wel len  II. Art. 
Wie ist es nun zu verstehen~ dal~ man das Problem der Draht- 
wellen nieht meistern konnte? 
1) G. Mie, Elektromagnefische W llen an zwei paraUelen Driihten, Ann. 
d. Phys. ~, 201, 1902. 
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In Ausbreitungs- und Sehwingungspr0blemen gilt zurzeit noeh 
das fiberkommene, der Statik nachgebildete LSsungsverfahren yon der 
allgemeinen Wellengleichung der Theorie auszugehen und in ihr die 
Randbedingungen zur Geltung zu bringen. :Nun abet bedenke man, 
da~ die Grundgleiehungen physikalisch stets Aussagen fiber das Feld 
der ~berlagerung beliebig r durchkreuzenderWellen machen. Das 
b i sher ige  Ver fahren  paBt also die Gesamthe i t  der  We] len  
den Bed ingungen der  Aufgabe  an ,  w~ihrend in Wi rk l iehke i t  
jede  e inze lne Wet le  die Grenzbed ingungen zu er f f i l len hat. 
DaB letzteres geschehen muI~ daffir werden Beweise erbraeht werden. 
Den ersten liefert eben die Theorie der gebundenen Welle, einer 
Welle, die aus zwei oder mehr Wellenflanken besteht, welche l~ings 
Unstetigkeitsfl~ehen in dauerndem Zusammenhang blelben. Will man 
ihr Wesen erforsehen, so kann man aus der aUgemeinen Wellen- 
gleiehung in Verbindung mit den allgemeinen Koh~irenzbedingungen 
keine Aussage verlangen - -  man erh~ilt auch keine -- ,  sondern nut" 
von dem Gteichungssystem einer Welle in Verbindung mit den Ko- 
h~h'enzbedingungeu zweier Wellenflanken. Man kommt auf diesem 
natiirlichen Wege~ den man aueh den physikalisehen ennen mag, 
zum Ziel, w~hrend as bisherige anschauungsbare V rfahren, das mau 
aueh das mathematische n nnen kann, seine Unzul~ingliehkeit erweist. 
Es zeigt sich, dal~ eine Welle ihre eigenen Gesetzm~Bigkeiten hat. 
Das ben6tigte Gleichungssystem einer Welle (von elementarer 
Zeitform) war bisher unbekannt. Wenn man aus den Grundgleichungen, 
die in der ~berlagerung beliebiger sieh durehkreuzender Wellen die 
Gesetzm~Bigkeiten der Theorie zum Ausdruek bringeu, die Gesetz- 
m~iBigkeiten der einzelnen Wello heraussch~len muB, ist zu beachten, 
dab der Ausdruek (l), z.B. fiir ~, zun~iehst nur ein Vv~ellenansatz ist, 
in dem die Werteverteilung zwischen e und 9 zun~iehst beliebig ist. 
Da man mm mit diesem Wellenansatz in die Grundgleichungen der 
Theorie eingehen muB, stellen sieh Bedingungsgleiehungen i , in 
denen ebenfalls die Werteverteilung zun~ehst beliebig ist. Diese 
Willkiir ist indessen mit dem Wesen der ~u unvertriiglich, das 
v(m vornherein eine bestimmte Fortpflanzungsgesehwindigkeit und
VerlSschung fordert~ also bestimmte Wellenfliiehen q~. Ihre Beseitigung 
ist deshalb oine :Notwendigkeit in allen Bedingungen, welehe die 
Welle zu befriedigen hat. Nun triti in diesen Bedingungen iemals 
q~ selber, sondern sein Geffille - -  grad q~ ---~ m auf. Stellen wir jetzt 
die Forderung auf, dab der Vektor m unabh~ngig sei vom Betrag 
des Vektors e, so bringen wir zum Ausdruek, dab W ellenflachen ihre 
eigenen GosetzmiiBigkeiten haben, somit die Wel le  ihre oigene Fort- 
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pflanzungsgesehwindigkeit und Ved6sohung. Zugleieh bringen wir 
damit aber aueh, wie sieh zeigen l~Bt, Zum mathematisghen Ausdruek, 
dab zwei Wellen sieh nieht zu einer Welle vereinigen lassen, und 
umgekehrt, dab eine Welle sieh nieht in Wellen zerlegen l~il]t. ])as 
ist das Wesen der Welle. Es wirkt sieh also in der genannten 
Forderung ein Wellenprinzip aus: Das Interferenzprinzip.  Es ist 
scharf zu unterseheiden yon dora l~berlagerungsprinzip, mit welchem 
es bisher zusammengeworfen wird. Erst diejenige Gesamtheit yon 
Gleichungen, in denen das Prinzip zum Ausdruck gebracht ist, maeht 
das Gleichungssystem dieser Welle aus. Dann erst sind m unde 
k inemat ische Gr6Ben, die wir das Wellennormalenpaar bzw. den 
Wellenvektor benennen. 
Diesem L6sungszwang folgend, habe ieh nun am angefiihrten Ort 
das Gleiehungssystem iner elomentaren Welle aus der Theorie heraus- 
geseh~ilt. Die Konfiguration des ro-Feldes erweist sieh danaeh im 
allgemeinen als yon seinem Vorzeiehen abh~ngig. Die Welle kann 
also nicht in derselben Gestalt und Gesehwindigkeit r iekw~irts laufen, 
d.h. Wellen sind nnumkehrbar. Auf den naheliegenden Einwand, 
dab doeh r -1 . [ ( t -  vice) nnzweifolhaft eine L6sung der allgemoinen 
Wellengleiehung sei, komme ich spiiter noch zuriiek. 
Der erste Erfolg war die Darstellung der beugungsfreien Strahl- 
welle in inhomogenen Mitteln. Sie ist eine idealisierto Welle, indem 
yon der oft goringen Unumkehrbarkeit einer Welle ganz abgesehen 
wird. Die fiir diesen Grenzfall durohgefiihrte Unabh~ingigkeit des 
m-Feldes yon seinem Vorzeiehen liefert das Gleiehungssystem dieser 
umkehrbaren Welle; in inhomogenen Mitteln ist sie gekriimmt, in 
homogenen gerade und identiseh mit der Planwelle. Seit ihrer Ver- 
6ffentliehung sind mehrere Arbeiten fiber gekrfimmte Wellen in in- 
homogenen Mitteln ersehienen. Sie alle k6nnen nieht ohne still- 
sehweigende Voraussetzungen auskommen, und diese sind naehweislieh 
unhaltbar. Es gibt nut ein folgereeht herleitbares, voraussetzungs- 
loses Gleiehungssystem fiir eine Welle. Es ist das veto Interferenz- 
prinzip diktierte. 
Der zweite Erfolg ist die L6sung des Problems der gebundenen 
Wellen, deren ersten S~tze ich oben entwickelt habe. 
Giefien, im Oktober 1920. 
